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Luku 1

Johdanto

Aikasarja on ajassa tapahtuvaa tietyn ilmion arvojen muutosta. Joidenkin aikasarjojen
saamat arvot vaihtelevat pitkilldkin aikavililla tietyn arvon ldhelld ja niiden prosessien ot-
tamat arvot voivat olla havaintoja jostain ilmiosté, joka noudattaa jotain asymptoottista
jakaumaa. Toisaalta useilla tilastollisilla aikasarjoilla on trendiméista kiaytosta. Vaikka ne
saattavat vaihdella huomattavasti periodeittain, pitkissa juoksussa niiden saamat arvot
joko kasvavat tai vihenevit jarjestelmaillisesti. Hyva esimerkki tillaisista aikasarjoista on
kansantalouden ja finanssiaikasarjat, mutta esimerkiksi myos jotkut meteorologiaan liit-
tyvat aikasarjat. Aikasarjan trendiméisyys on usein paljastettavissa graafisen tarkastelun
avulla, kun havainnot ovat riittavin pitkalta aikavililtd. Tamé ei kuitenkaan ole aina mah-
dollista, jos havaintoja ei ole riittavasti. Kuitenkin jos aikasarjan trendimaisyys on ilmeis-
td niin se sisaltad kiehtovia ominaisuuksia, joiden takia aikasarjan luova prosessi on kiin-
nostava tutkimuskohde. MyShemmin kuitenkin ndhdéén, ettd joillakin ei-trendiméisilla
aikasarjoilla saattaa olla samanlaisia ominaisuuksia kuin trendimaéisilla.

Trendiméiisen eli epéstationaarisen kiytoksen aiheuttavia prosesseja voidaan jakaa
usempaan tyyppiin, mutta tyossiani tutkin kolmea niistd. Ensimmaéinen niistad on determi-
nistisen trenditekijin sisiltava prosessi, jossa shokeilla ja innovaatioilla on vain véliaikai-
nen vaikutus. Néin ollen, jos epistationaarisen sarjan kdytos perustuu deterministiseen
trenditekijddn sen arvo saattaa nousta tai laskea huomattavasti lyhyelld aikavélilla, mut-
ta se kuitenkin palautuu sen jilkeen ldhelle deterministista uraa kehittyen edelleen pitkin
sitd. Toiseen tyyppiin kuuluvat prosessit, jotka perustuvat stokastiseen trendiin eli yksik-
kdjuureen. Taméan tyypin aikasarjoilla shokkien vaikutus on pitkilld aikavalilld pysyvia,
yksittdinen shokki voi joko nostaa ja laskea sarjan trendié ja sen kehitys jatkuu pitkin sitd
kunnes jokin muu mahdollinen shokki tulevaisuudessa taas muuttaa sen trendid. Usein
epastationaaristen aikasarjojen mallit perustuvat kuitenkin edelld mainittujen tyyppien
symbioosiin eli prosesseihin, jotka sisaltavit sekd trenditekijan, ettd yksikkojuuren.

On olemassa monia kiytdnnon ja teorian kannalta térkeitd syitd tutkia perustuuko



aikasarjan kiytos enemmén deterministiseen trenditekijadn vai yksikkojuureen. Ehkipa
olennaisimmat syyt tieteellisen kiehtovuuden liséksi ovat aikasarjan tulevaisuuden arvo-
jen ja volatiliteetin ennustaminen, seké yhteisintegroituvuuden testaaminen. My&s asymp-
toottiset ominaisuudet, kuten suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause riippuvat
aikasarjan luonteesta. Yksikkojuuriprosessin tapauksessa monet asymptoottiset jakaumat
eivit endi pide samalla tavalla kuin deterministisen trendin tapauksessa.

Téassé tydssa aion tutkia epéstationaaristen aikasarjojen ominaisuuksia ja myos tapo-
ja paljastaa yksikkdjuuren ldsnéolon eli yksikkdjuuritestejd. Etenen seuraavasti, esittelen
perusteoriaa epistationaaristen aikasarjojen prosesseista ja esitdn deterministisen trendi-
tekijan prosessin ja yksikkGjuuriprosessin eroja muutaman empiirisen esimerkin kautta.
Lopuksi esittelen kaksi yleisesti kiytettya yksikkojuuritestid ja mainitsen tekijoité, joiden
perusteella jotkut testit ovat parempia kuin toiset. Empiiriset esimerkit painottuvat lu-
kuun 3, jonka kuvat ja taulukot l16ytyvét liiteluvusta. Lisdksi koska yksikkojuuritesteissa
tapahtuu edelleen mielenkiintoista tutkimusta ja edistysta, yritdn valaista lukijalle ylei-
selld tasolla sitd, mitd kannattaa odottaa tulevaisuudessa taltd kyseiseltd tilastotieteen
osa-alueelta.



Luku 2

Epastationaariset prosessit

2.1 Esitiedot

Kaytan tyossdni aikasarjateorian vakiintunutta terminologiaa, mutta sen takia ettd
moni asia tassd tyossd menee kandidaatin tason opintojen edelle metodien suhteen, méa-
rittelen tassid alaluvussa muutamat kirjoitelman ymmaéartdmisen kannalta olennaiset asiat
vilttadkseen hammennysta varsinkin alaan perehtyméttomassa lukijassa.

Viiveoperaattori. L on viiveoperaattori, jolle pitee: Ly, = y;_1, jossa alaindeksi
ilmaisee ajanhetkea.
Autokovarianssi. Aikasarjan autokovarianssi méaritellaan

Vit = E (e — 1) (yt—j — ),

jossa p on aikasarjan odotusarvo.
Autokorrelaatio. Aikasarjan autokorrelaatio ajanhetken ¢ ja s havaintojen vililla
madritelladn
E(ye — ) (ys — ps)]

Rt,5) = o ,

jossa o; ja o ovat havaintojen keskihajonnat.

Valkoinen kohina. Prosessi {¢;} on valkoinen kohina, jos {e1, €2,...,er} ovat riip-
pumattomia ja samoin jakautuneita muuttujia, joille pitee E(g;) = 0 ja var(e;) < oo
kaikilla ¢.

Liukuvan keskiarvon prosessi. M A(q) prosessi on liukuvan keskiarvon prosessi
indeksilla ¢

Y=g+ 01601 + 02610+ - + 04514,



jossa ¢; on valkoinen kohina, p on vakio ja (61,6, ...,0,) ovat reaalilukuja. MA(co)
puolestaan méaaritellain

yt:M+5t+915t—1+625t—2+"':M+Zej5t—j:M+Q(L)5ta
=0

jossa (01, 0a,...) ovat mitd tahansa reaalilukuja. Oletan aina, ettd > 72 |0;] < oo.
Autoregressiivinen prosessi. AR(p) on autoregressiivinen prosessi parametrilla p
ja sille patee
Yt = C+ Q11 + P2y + -+ PpYi—p + €1,

jossa 1,2, ..., @, ovat reaalilukuja.
Autoregressiivinen liukuvan keskiarvon prosessi. ARM A(p,q) on prosessi pa-
rametreilla p ja g, jolle pétee

Y =C+ Q11+ Qa2+ o+ Qplsp + ¢+ 0161+ 050+ + 04gi—y
tai viiveoperaattorin muodossa:
(1=l —@oLl? — - = L") yy = c+ (1 + 611 + L7 + 0,L) ¢, .

Aikasarjan arvojen ennustusestimaattori. Merkitdin aikasarjan ennustusesti-
maattoria 7, ;. Se perustuu ajanhetkelld ¢ olevaan tietoon ja se ulottuu s periodia eteen-
pain.

Impulssivaste. Impulssivasteella mitataan aikasarjan arvojen muutosta shokkien vai-
kutuksesta: g—gz, jossa &; on valkoinen kohina.

Wienerin prosessi. Wienerin prosessi tai Brownin liike on stokastinen prosessi, joka
liittd4 jokaisen ajankohdan ¢ € [0, 1] skalaarivektoriin W (t) siten, ettd seuraavat ehdot

patevat:

1. W(0) = 0;

2. Jokaisena ajankohtana 0 < t; < t; < --- < t < 1 erotukset
(W (ta) = W (t1)], [W(ts) =W (ta)],..., [W(tx) = W (tg—1)] ovat
riippumattomia satunnaismuuttujavektoreita, jolle [IW (s) — W (t)] ~
N(O, S = t)u

3. Jokainen toteutunut arvo W (t) on kaikkialla jatkuva todenn#koi-
syydella 1.



2.2 'Trendistationaariset prosessit

Maéritelmd 1. Aikasarjaprosessi y; on (heikosti) stationaarinen, jos sille pétee:
1. E(y?) < oo kaikilla ¢
2. E(y;) = p kaikilla ¢
3. E(ys — 1) (v — )] = E[(ysn — 1) (Yern — p)] kaikilla s, ¢ ja h

Stationaarisen prosessin voidaan esittdd myos seuraavasti

Yo =P+ e+ prig1 +Yogi o+ =u+2¢j€t_j =p+(L)e,
=0
jossa 2;‘;0 1] < oo ja yhtdlon ¢ (2) = 0 juuret ovat yksikkéympyran ulkopuolella, toisin
sanoin jos |z| = 1, niin 1 — ;2 — ¢p2% — - -+ # 0. Prosessi {&;} on tissi valkoinen kohina.

Miaritelm 2. Aikasarjaprosessi y, on (vahvasti) stationaarinen, jos sen yhteistodenné-
koisyysjakauma on aikainvariantti eli se siilyy samana koko havaintohistorian ajan.

MaAAritelmi 3. Aikasarjaprosessi on trendistationaarinen, jos se voidaan esittdé
Y = a+ 0t + uy,

jossa {u;} on stationaarinen prosessi ja sille pitee E(u;) = 0 kaikilla ¢. Kyseisen aikasarjan
odotusarvolle pitee E(y;) = a+4dt, jossa 0t on ajasta riippuva deterministinen trenditekija
ja « on vakiokerroin.

Trendistationaarisen aikasarjan ennustaminen on melko suoraviivaista. Kun proses-
sin malliin lisdtddn deterministinen komponentti (« + dt) saadaan s periodia eteenpéin
ennustavan arvon

Jersjt = @+ 0 (t+8) + s + Vsy1801 + Yspogr o+ .

Kun oletetaan, ettd ) 7 |¢;| < oo, niin trendistationaarisen aikasarjan ennustus
ldhestyy trenditekijdé seuraavasti

E[gm‘t —a—&(t+s)]2 — 0,kun s — .



Trendistationaarisen aikasarjan s periodin pituinen ennustusvirhe on

Yirs = Ueaslt = @+ 0 (t +8) 4 g5 + V1pgs1 + Vocppsn + -
+hs_1841 + e + Vspg -0 }
—{a+0(t+s)+ et + Vsq160-1 + Vsyoci—o+ -+ }

= Etrs T V1814s—1 T YoEis o+ + s 16441

ja keskineliévirhe on

Elyys — Qt+s\t]2 = (147 +93 4+ 92 )0?,

koska termit e; ovat riippumattomia.
Ennustusperiodin kasvaessa ennustuksen epavarmuudella ei ole endd merkitysté, silla
keskineliovirhe silloin ldhestyy vakiota:

B Blyes — vl = (U403 403+ )o® = var(u (L) 2,).

Trendistationaarisen prosessin impulssivaste voidaan ilmaista reaaliarvoisella luvulla,
joka riippuu periodista s:
8yt+s
8515

:wsu

ja lisiksi lim, o 2422 = 0.

2.3 Yksikkojuuriprosessit
MaAAritelmi 4. Aikasarjaprosessi on yksikkojuuriprosessi, jos sille pétee
Ayp=y—pa=1-L)y=0+v(L)e,

jossa (1 — L) on sama kuin differenssioperaattori A, ¢ on trendivakio (joskus yksinker-
taisuuden vuoksi oletetaan § = 0). Yksikkdjuuriprosessi siis muuttuu stationaariseksi
ensimmaisen differenssin jilkeen.

Yksikkojuuriprosessi on siis satunnaiskulkuprosessi, joka saadaan muodostettua aset-
tamalla ¢ (L) = 1:

t

Y = Y1 + & = (%-2 +e) e =y + Zﬁt
j=0



ja trendin kanssa

t
Y=y tota =, +0+e ) +ota=y+ot+) &,
7=0

jossa g, ~ N(0,0?).

Satunnaiskulku ei ole stationaarinen prosessi, koska sen varianssi kasvaa havaintoméé-
rien kasvaessa ja sille patee var (y;) = to?. Sen ensimméinen differenssi on kuitenkin
stationaarinen: Ay, = y; — y;_1 = 0 + &, joten var (Ay;) = 0.

Trendistationaarinen prosessi on my6s mahdollista esittaéd yksikkdjuuriprosessin muo-
dossa. Asetetaan

Yy = a+ 0t +uy, (5)
jossa u; on stationaarinen ARM A(p, q) prosessi odotusarvolla nolla. T&ll6in pétee:
(1—o1L— ol — - —ppLP uy = (L+ 61 L+ 6,L° + -+ +0,L9) &, (6)

jossa M A(q)-prosessi (1 + 0L + 0,L* + - - - + 6,L7) &, on kiiéintyvi' ja AR(p)-prosessi voi-
daan esittdd muodossa:

Oletetaan nyt, ettd AR-prosessin ominaisarvojen itseisarvot A;, A9, ..., A, ovat pienem-
pid kuin 1, silloin yhtdlo (6) voidaan esittédd muodossa:

1+6.L+60,L%+---+6,L1 .
(1—ML)(1—=XL)---(1=M\L) "~

(0 (L) €t (7)

Uy =

jossa ) 77 |l < oo ja yhtélon 1 (L) = 0 juuret ovat yksikkSympyrén ulkopuolella.

Asetetaan A\ = 1 ja |A\;| < 1 kaikilla j =2,3,..., p. Silloin yhtélolle (7) pitee
(1—=L)(1=XL)(1=XsL) - (L =X L)uy = (L + 0L + o L% + - - - + 6,L%) &

ja erityisesti

1+60,L+ 0,02+ +6,L
(1= AL) (1= ML) -~ (1= L)

(1—L)u = e = YP(L)e.

1 M A(q)-prosessi on kiiéintyvi, kun yhtélon 0(z) = 146246222+ - -+0,27 juuret ovat yksikkdympyréin
ulkopuolella eli §(z) # 0, kun |z| < 1.



Kiayttaen edelld saatuja esityksia ja viiveoperaattorin ominaisuuksia aikasarjan differens-
sin jalkeen néhd&én, ettd yhtdlo (5) voidaan nyt esittdd muodossa

1-Lyyy=0—-L)p+[0t—=50(t—-1)]+Q—-L)u,=0+5+¢ (L) e,
mikéd on yksikkdjuuriprosessi varustettuna vakiokertoimella 0.

Ensimmadisen differenssin jélkeen stationaariseksi muuttuva prosessi on ARIM A(p, 1, q),
mutta yleisesti prosessi on ARIM A(p,d, q), kun (1 — L)dyt =0+ ¢ (L)e; on stationaari-
nen prosessi. Silloin sanotaan, ettd prosessi on integroitunut asteella d. d-luku siis kertoo
kuinka monta kertaa prosessia {y,} pitdd differensoida, ettd se muuttuu stationaariseksi.

Yksikk6juuriprosessin tapauksessa sen differenssi Ay, on stationaarinen prosessi, joten
se voidaan ennustaa seuraavasti:

A

A?st\t = E[(yt+s) - yt+s_1)|yt7 Yi—1, - - ] (8)
=0 + sy + Vo161 + Vsqaci—o + - .

Muuttujan y arvo ajanhetkelld ¢ + s on kaikkien sitd ja ajanhetken ¢ vilissad olevien
erotusten (differenssien) summa:

Ytrs = (Yegs — Ytrs—1) + Yrrs—1 — Yegs—2) + -+ Wes1 — Ye) + vt ()
= AYprs + DYpys—1 + -+ Dypr + e,

joten ottamalla ehdolliset arvot yhtélostd (9) ja hyodyntaméalld yhtélossa (8) saatua tu-
losta saadaan yksikkojuuriprosessin ennustuksen estimaattori

Uevslt = Dbeysje + Afpgs—1ye + -+ AGpyape + s
= {0 4+ set + V51601 + Vsj26r2 + -+ }
+ {0+ Y180 +hsio1 F Ysqr60—2 + - } (10)
+ {0+ ser + Vsqr60-1 + Yspocio+ - F 4+
+ {0+ rer + o1 F s o - F

Yhtilo (10) on téten yhtéipitivi seuraavan yhtélon kanssa:

Yepsit = 50 + Y + (Vs +Vs1 + -+ Y1) e+ (Vo1 s+ F b)) g1+

Trendistationaarinen ja yksikkojuuriprosessi eroavat hyvin paljon ennustusvirheen va-



rianssin suhteen. Yksikkojuuriprosessin tapauksessa s periodia pitkd ennustusvirhe on

Yers — Jerslt =1 ADYpys + DYy g+ + Ay + i}
—{ AGpysjt + Afpps—app + -+ Ay + ye t
= {et4s T 161 + Voo + - F Ysi16441}
+{etrom1 F 162 T Voips s+ F s oe )+ e}
= errs {1+ iteris1 + {1+ 1 +oteriso+ -
F {1+ + Y+ 1t

ja keskineliovirhe on

E[yt+s—@t+s|t]2: {1+(1+¢1)2+(1+¢1+¢2)2+“‘+(1+¢1+¢2+“‘+¢s—1)2}02~

Kuten ndhdaén yksikkojuuriprosessin keskineliovirhe kasvaa ennustusperiodien kasvaessa,
eikd se suppene s:n kasvaessa, kuten kiy trendistationaarisen prosessin kohdalla.

Erds olennainen ero trendistationaarisen ja yksikkojuuriprosessin vililla on shokkien
eli innovaatioiden vaikutus. Kuten aiemmin mainittu, shokeilla on pysyva vaikutus yksik-
k6juuriprosessiin, kun taas trendistationaariselle aikasarjalle on ominaista palautuminen
takaisin omalle trendille pitkalla aikavélilla. Yksikkojuuriprosessin impulssivaste on

OYits _ Iy

= st Yt TP =1+ + b+ -+ s,
8&} Get
joten lim,_ oo 8%2* =14+ +1y+---=1(1) . Yksikkdjuuriprosessin differenssille taas
patee G Vs .

85,5
Ennustamisen kannalta aikasarjan trendin takana oleva syy vaikuttaa vahvasti ennus-

tuksen luottamusvileihin. Trendistationaarisen prosessin tapauksessa ennustuksen luot-
tamusvili ldhestyy vakiota kun ennustushorisontti kasvaa, mutta yksikkdjuuriprosessin
tapauksessa luottamusvéli kasvaa, mitd pidemmalle yritetdin arvoja ennustaa, koska sen
ennustuksen estimaattori kasvaa rajatta ennustushorisontin kasvaessa, mika kdy ilmi yh-
talosta (10).

Esimerkki 1. Kuvassa 1 on esitetty vuosien 1947-2010 Yhdysvaltain bruttokansantuote.
Kuvasta paitellen bruttokansantuote on ollut nousujohteinen eli trendiméinen. Kuvassa 2
on puolestaan esitetty saman aikasarjan ensimmaéinen logaritmidifferenssi eli Alog(y;) =
log (y,/y—1) = log(y,) — log(y—1) . Kuvat 1 ja 2 edustavat aineistoa, jolla on sama
alkuperd. Kuvan 1 prosessi on kuitenkin epéstationaarinen ja kuvan 2 prosessi vaikuttaa
olevan stationaarinen ja sen arvo vaihtelee nollan ympaérilla.
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Esimerkki 2. (Hamilton, 1994) Jotta voidaan muuntaa epéstationaarisen prosessin sta-
tionaariseksi, tulee suorittaa aivan erilaiset toimenpiteet deterministisen trendin ja yksik-
kojuuriprosessin tapauksessa. Vaédrd toimenpide aiheuttaa ei-toivottuja seurauksia sarjal-
le. Sen takia trendin takana olevan prosessin ymmaértidminen on tarkedté, jos tavoitteena
on stationaarinen aikasarja. Oletetaan, ettd me virheellisesti olettaisimme, ettd trendin
takana olisi pelkkd deterministinen trendi, vaikka todellisuudessa kyseessa olisi satunnais-
kulku trenditekijin kanssa. Siind tapauksessa stationaarisuuden aikaansaamiseksi luon-
nollisesti vihentiisimme dt tekijin kyseessd olevasta aikasarjasta:

Y —O0t=yo+ (e1+ea+- -+ &) =yo+u.

Kuitenkin koska termin w, varianssi on to?, niin kyseessi ei ole stationaarinen sarja.
Toisaalta jos yritetddn ottaa differenssin trendistationaarisesta aikasarjasta, tuloksena on

Ayy =06+ 1 —=L)y(L)e,

joka on kylldkin stationaarinen M A-prosessi, mutta se ei ole kidntyva Ei-kdantyvin MA
prosessin estimaattoreiden jakauma ei ole tiedossa ja useimmat suurimman uskottavuuden
estimaattoreiden ominaisuudet eivét sille pide (Hamilton, 1994).
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Luku 3

Yksikkojuuritestit

Yksikkojuuritestien tarkoitus on tutkia aikasarjan stationaarisuutta ja paljastaa mah-
dollisen yksikkdjuuriprosessin olemassaolon sen takana. Tieto siitd johtuuko aikasarjan
epastationaarisuus yksikkojuuresta vai sithen liittyvistd deterministisesta trendistd on
hyvin tarked kysymys. Esimerkiksi makroekonomistit ovat kiinnostuneita siitd minkélai-
sia seurauksia lamalla on tulevaisuuden bruttokansantuotteeseen. Onko laman vaikutus
pysyvé vai villiaikainen? Enté onko aikasarjat yhteisintegroituneita?!

Toisaalta kahden tai useamman epéstationaarisen aikasarjan tapauksessa niiden kes-
kindinen regressio voi olla néiyttda hyviltd huolimatta siitd, ettd kyseiset aikasarjat eivét
liittyisi toisiinsa millddn tavalla. Silloin voi olla kyseessd harhaanjohtava regressio ja sen
tuloksena vaaria padtelmid aikasarjojen suhteesta. Tieto aikasarjojen integroituvuudesta
kuitenkin auttaa ymméartdmaidn onko néiden epéstationaaristen aikasarjojen regressiolla
ylipddtaan mitddn merkitysta.

Téassé luvussa esitelldédn kolmea hyvin yleisesti kiiytettya yksikkojuuritestié ja vertaan
kahta niisté kesken#dén simuloidulla aineistolla. N&iden tilastollisten testien nollahypoteesi
on aikasarjan integroituvuus asteella yksi ja vastahypoteesi on aikasarjan integroituvuus
asteella nolla. Taméntyyppisten testien lisdksi on olemassa testeji, joiden nolla- ja vas-
tahypoteesit ovat asetettuja toisin pain. Tamén jalkimmaisen tyypin testejd sivuutetaan
tassa tyossa.

Yhteisintegroituvuudella tarkoitetaan tilannetta, jolloin kahta tai useampaa aikasarjaa ohjaa sama
stokastinen drift. Yhteisintegroituvuutta voidaan testata aikasarjojen ollessa integroituneita eri asteilla,
mutta tieto integroitumisen asteesta on tirked, ettd osataan valita sopiva yhteisintegroituvuuden testi.
Pesaran et al. (2001) esittdvit yhteisintegroituvuuden testin muuttujille, jotka noudattavat 1(0)- ja I(1)-
prosessia ja esimerkiksi Johansen (1995) esitt&& yhteisintegroituvuuden ominaisuuksia I(2)-prosesseille.
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3.1 Dickey-Fullerin ja laajennettu Dickey-Fullerin testi

Dickey-Fullerin testi perustuu vuonna 1979 julkaistuun Dickeyn ja Fullerin artikkeliin,
joka on sittemmin muodostunut aikasarjatutkimuksen perustavanlaatuiseksi kulmakivek-
si. Kyseinen testi soveltuu AR(1)-prosessia noudattavalle aikasarjalle:

Yo = PYi—1 + &,
joka voidaan esittdd myos seuraavalla tavalla
Ay = (o= 1) yo1 + 6t = Ty1 + &1, (11)
Testin hypoteesiasetelma on silloin:
Hy: ¢o=1 vastaan H;:p <1.

tai
Hy:m=0vastaan H,; : 7 < 0.

Dickey-Fullerin testi (lyh. DF-testi) perustuu t-testiin nollahypoteesille:

51 7
T = /\: ~\

s.e.(p) s.e(T)

jossa s.e. tarkoittaa regression kertoimen keskivirhettd (engl. standard error)?.

Regression (11) kertoimen estimaatti saadaan pienimmén neliGsumman menetelméllé,
mutta on tiarkedd huomata, ettd Dickey-Fullerin testin kohdalla estimaattien tilastolliset
arvot eivit noudata standardia t-jakaumaa. Dickey-Fullerin testin kohdalla 7 noudattaa
jakaumaa, jota useimmiten kutsutaan Dickey-Fullerin t-jakaumaksi.

Laajennettu Dickey-Fullerin testi (lyh. ADF-testi)(Dickey ja Fuller, 1979) on peri-
aatteeltaan samanlainen kuin Dickey-Fullerin testi, mutta sitd voi kdyttdd AR(p)-mallin
tapauksessa, kun p > 1. Jotta ADF-testid voidaan kiyttad, pitdd AR(p)-malli saattaa
erityiseen muotoon, jota muodostetaan seuraavaksi.

Oletetaan esimerkin vuoksi AR(3)—malli:

Yt = P1Yi—1 + ©2Ys—2 + ©3Ys—3 + & .

Muuttujan otosjakauman keskivirheen arvo saadaan kaavalla s/\/n, jossa s on otosjakauman keski-
hajonta ja n on otosma&ra.
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Kyseisen mallin ensimméinen differenssi voidaan esittdd seuraavalla tavalla:

Y — Y1 = (p1 — D) Y1 + povs—o + p3yi_3 + &
= (o1 =D yr+ (0, +03)y—2 + 03(y,_g — Yi—2) + &
=(p1+ @2+ 93— 1) y1+ (03 +03)(Y,_g — Ye1) + ©3(Y,_3 — Y1—2) + &
= Y1 + 1 DY—1 + DY + ¢ = Dy,
jossam = (p1+@a+tws—1) = —p (1), c1 = — (@2 + p3) ja co = —p3. Téstd voimme

iteroimalla pédtelld edelleen, etté vastaava ensimmaisen differenssin muoto AR(p)-mallille
yleisesti on

Ay = Y1 + 1Dy + Ay o + -+ Cpo1 AYppr1 + €1
Nyt ADF-testin nollahypoteesi on ¢ (1) =0 eli
Hy: m=0 vastaan H; : m < 0.

ADF-testin tapauksessa esimerkiksi Chang ja Park (2002) n#yttavit, etti aina kun
yksikkGjuuriprosessin autokovarianssille «,; pitee Zz‘:o |7je] < oo ja kun {e;}:1la on &&-
rellinen neljis momentti F(e}) < oo kaikilla ¢, niin t-testin arvolle ¢, pitee

t, = /01 W (t)dW (t)/ (/01 w? (t)dt> v : (12)

jossa {W (t), t € [0,1]} on Wienerin prosessi alueessa [0, 1] ja ¢,:n arvot silloin muodos-
tavat niin sanotun Dickey-Fullerin jakauman.
Jos edelld esitettyyn AR(p)-prosessiin siséltyy deterministinen trendi, niin prosessi
voidaan esittdd muodossa
p—1
Ayy = Tys1 + p+ 0t + Z alyi—j+ e,

i=1

jossa 0t on deterministinen trendi ja g on vakiokerroin. Nyt Changin ja Parkin (2002)
mukaan edelld esitetty ominaisuus (12) pétee edelleen tapaukseen, jolloin prosessi siséiltad
my6s deterministisen trendin yksikkojuuren lisdksi. 7:n pienimmén nelién estimaattorin
Tnin jakauma on nyt sama kuin ¢,:n jakauma, mutta prosessi W (¢) muuttuu muotoon

o~

W(t):W(t)+(6t—4)/1W(s)ds—(1275—6)/18W(3)ds.

Tamaén ja edelld esitetyn t,, jakauman yhtélon todistuksen sivuutan téssé tyossd niiden
monimutkaisuuden takia.
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3.2 Elliott-Rothenberg-Stockin testi

DeJong et al. (1992) néyttéavit, ettd monien vakiintuneiden yksikkojuuritestien (joi-
hin ADF testi ehdottomasti lukeutuu) voima® saattaa laskea huomattavasti, kun vir-
hetermit ovat vahvasti korreloituneita. ADF-testin tapauksessa erityisesti tuntematto-
man alkuarvon ja deterministisen trendin tapauksessa testin voima laskee huomattavasti
(Elliott et al., 1996), mutta siithen on olemassa mahdollinen ratkaisu, jonka tarjoaa seu-
raavana esittelyssd oleva testi. Kyseinen testi pohjautuu Elliottin, Rothenbergin ja Stockin
vuonna 1996 julkaisemaan artikkeliin. He kehittavat testin, joka kuuluu niin sanottuun te-
hokkaiden tai pisteoptimaalisten testien luokkaan. Se on Dickey-Fullerin t-testin muokattu
versio, mutta artikkelin mukaan sen voima on huomattavasti parempi edelld mainituis-
sa tapauksissa. Artikkelin Monte Carlon simulaatiot my0ds osoittavat, ettd muokattu testi
toimii hyvin lyhyelldkin havaintohistorialla.

Useimmiten nykyinen tilastollinen ohjelmisto on varustettu Elliott-Rothenberg-Stockin
testin (lyh. ERS-testi) kahdella tyypilld. Toinen, niin kutsuttu P-testi, testaa sitd on-
ko prosessilla trendid ja ettd sen odotusarvo on vakio. Toinen, niin kutsuttu DF-GLS-
testi, testaa puolestaan itse yksikkdjuurihypoteesia. DF-GLS testid sovelletaan samalla
tavalla kuin ADF-testii, mutta ennen itse testid havainnot muutetaan ei-trendimé&iseen
GLS-muotoon, joka on yleistetty pienimméan nelion muoto.

Oletetaan, ettd aineisto yi, ..., yr on generoitu seuraavalla mallilla

Y = dy + g, up = oy + g,

jossa {d;} on deterministinen komponentti ja {¢;} on valkoinen kohina.

Oletetaan edelleen, etti d; = B'Z;, jossa B on g-ulotteinen tuntematon parametrivek-
tori ja Z; ovat tunnettuja g-ulotteisia aineistovektoreita. Madritellddn y, T-ulotteisena
pystyvektorina ja Z, T X q matriisina, jolloin

!’

Yo = (ylayQ —QYi,...,Yr — anyl) )

/

Za = (Zl, Z2 — ozZl, ey ZT — (IZT_l) .
Nyt B:n GLS-estimaattori on

’

~ , -1

504 = <Zaza> Zaya

Tamén avulla saadaan ei-trendiméiinen esitys aikasarjalle:
yf =Yt — ﬁ%zt )

3Kun Hy € €y, niin voimafunktio mittaa todennikdisyytti, ettd nollahypoteesi hylitdin, kun se ei
pidé paikkaansa. Mitd suurempi on todennikoisyys, sitd parempi on testin voima (Esimerkiksi Nieminen
ja Saikkonen, 2013.)
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jossa @ = 1+¢/T, ¢ = T(a—1). @ kauluu valita niin, ettd testin voima on 50%. @
riippuu paitsi termista ¢, myds Z,:n muodosta.*
Kayttaen edelld esitettyd ei-trendimaéistd muotoa testattava malli saa muodon
p—1

Ay =myl, + Z CjAyg—j &
j=1

ja sité voi testata ADF-testin pienimmén neliGsumman menetelmélld. Elliott et al. (1996)
osoittavat, ettd DF-GLS-testilld on lihes samanlainen asymptoottinen jakauma kuin ADF:n
t-testilld tapauksessa Z; = 1, mutta silld on parempi asymptoottinen voima vaihtoehtoista
hypoteesia vastaan. Siind tapauksessa, kun Z; = (1, 1), testin asymptoottinen jakauma on
kuitenkin erilainen ja esimerkiksi Ng ja Perron (2001) laskevat kriittiset arvot jakaumalle
tassa tapauksessa.

Elliott et al. (1996) osoittavat, ettd piste-optimaaliselle testille pétee

Pr =[S (a)—as (1)]/52

e

. ~92 2. . . 2 o0 . . . .
jossa o7 on oZm estimaattori, o2=3 7 E (g,6,-;) ja S(a) on nelidityjen jéinnostermien

summa y,:n regressiosta, jossa Z, on selittdjina. Jos 3 on puolestaan tunnettu, niin

S (CY) = (Ya - Za/g)/ (th - Zaﬁ) .

Asetetaan seuraavat ehdot:

1. Prosessin alkuperdiselld virhetermilld uy on jakauma, jolla on &dérel-
linen toinen momentti kaikilla a ldhelld 1:4

2. {&:} on stationaarinen prosessi odotusarvolla nolla ja se on ergodi-
nen eli v, = F(g6,_4) kaikilla k&

3.02=1 mA0<o0
4. T2 e — 6 Wy (s), Wo(s) ~ N(0,s) on Brownin like.
Nyt edelld asetettujen ehtojen ollessa voimassa Elliott et al. (1996) osoittavat, etta
Pr= ¢ [W2 —-¢W2(1), kun aikasarjan odotusarvo on nolla tai vakio,
Pr=7¢[VZ2(t,e)+ (1 —¢)V2(1, ¢), kun aikasarjalla on lineaarinen trendi,
jossa W, (t) = fot exp{c(t — s)} dWy(s), jolle pitee dW, (t) = cW, (t) dt + dWy(t) ja
w2 = fol W2 (t)dt, jonka alkuarvo on W, (0) =0 ja

C

Vo(t, €)= We(t) —t AW (1) +3(1 = X) [ sW,(s)ds], jossa A = (1 —¢)/(1 — ¢+ c*/3).

1Elliott et al. (1996) néyttivit esimerkiksi, etté jos Z; = 1, niin ¢ = —7. Kun puolestaan Z; = (1,1),
niin ¢ = —13, 5.
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3.3 ADPF-testin ja ERS-testin empiirinen vertailu

Yksikkojuuriprosessin olemassaoloa ei kuitenkaan kannata yhdistad aikasarjan trendi-
maisyyteen, silla pelkistdan graafisen tarkastelun perusteella tekemét oletukset saattavat
johtaa harhaan. Kahden seuraavan aikasarjan on tarkoitus esittdd asiaa kiytannossa.

Kuvassa 3 nidkyy USA:n dollarin ja Iso-Britannian punnan vaihtokurssin kuukauden
forward-korko® ajanjaksolla 1979-2001. Kyseisen ajanjakson korkojen todellinen keskiarvo
on 0.0017. Kuvan perusteella ei kuitenkaan pysty toteamaan onko prosessi stationaarinen
vai ei, erityisesti ennen vuotta 1995 vaihtelu on erittdin suurta. Aikasarjan autokorrelaa-
tiofunktio ndkyy kuvassa 4. Kuvassa 5 nikyy puolestaan Ison-Britannian kuukausittainen
inflaatio eli yleisen hintatason kasvunopeus vuosina 1988-2013 ja aikasarjan autokorrelaa-
tiofunktio nikyy kuvassa 6. Myoskdan inflaation kohdalla aikasarja ei ole trendiméinen ja
muutamaa poikkeusta lukuunottamatta saattaa aluksi vaikuttaa jopa stationaariselta.

Kumpikin prosessi on autokorreloitunut omalla tavalla. Vaihtokurssin koron autokor-
relaatio on sitked ja se ylittda 95%:n luottamusvélin jopa 30:lla viiveelld. Inflaation au-
tokorrelaatiolla on puolestaan syklistd kdyttaytymistd kuudennen ja kahdennentoista vii-
peen kohdalla. Taulukko 2 nayttda yksikkdjuuritestien tuloksia vaihtokurssin korolle ja
taulukossa 4 puolestaan nékyy inflaation yksikkdjuuritestien tuloksia. Schwarz-kriteerin
(SC)® valitsemalla viivetasolla, joka on nolla, kumpikin testi hylkid yksikkdjuurihypotee-
sin 99%:n tasolla vaihtokurssin koron kohdalla. Téata tukee myos DF-GLS:n pisteopti-
maalinen testi, joka hylkdé yksikkjuurihypoteesin 99%:n tasolla (taulukko 1). Kumpikin
testi kuitenkin kallistuu yksikkojuuren suuntaan, kun viipeité lisdtaan. Viipeen valitsemi-
sen pitdisi kuitenkin aina perustua teoriaan tai harkittuun analyysiin, silld valittu viive
voi vaikuttaa testin lopputulokseen. Vaihtokurssin koron kohdalla ollaan yleisesti silld lin-
jalla, ettd kuukausihavainnot ovat riippumattomia eiki aikasarjassa ole myoskain sykleja
autokorrelaation perusteella, joten yksi viive voi olla perusteltu valinta téssa tapauksissa
(Schwartz-kriteerilla saadaan myos yksi viive).

Inflaation kohdalla sekéi ADF-, ettd DF-GLS-testin arvot kasvavat sitd enemmén, mité
enemman viipeitd malliin sisdllytetddn. Yleensd ottaen kumpikin testi kuitenkin tuottaa
lahellé toista testid olevia arvoja, joskin DF-GLS kallistuu enemmén yksikkéjuuren suun-
taan. Schwarz-kriteerin perusteella optimaalinen viipeiden méard on 12, mité tukee myos
aikasarjan autokorrelaatiofunktio. Télld viivetasolla kumpikin testi hyviksyy yksikkojuu-
rihypoteesin. Téatéd tulosta tukee my6s monen ekonomistin ndkemys inflaatiosta, vaikka
inflaation integroitumisaste saattaa riippua myos aikavélistd (Halunga et al., 2009).

SForward-korko saadaan kaavalla log(s) — log(f), jossa s on nykyhetken vaihtokurssi (spot) ja f on
vaihtokurssi, jolla kaupan osapuolet sopivat vaihtamaan valuutan tietyn ajan kuluttua (forward), téssi
tapauksessa kuukauden eli 30 pdivin paista.

6Schwarz-kriteeri perustuu mallin uskottavuusfunktioon ja se on médritelty: SC' = —2xln(L)+kxin(n),
jossa L on mallin uskottavuusfunktio, £ on parametrien lukuméira ja n on havaintojen lukumé&ara.
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3.3.1 Yksikkojuuritestit ja simuloidut aikasarjat

Edellisessé jaksossa néhtiin, ettid vertailussa olevien yksikkojuuritestien vélilla ei ollut
merkittdvaa eroa. Seuraavaksi on tarkoitus tutkia mahdollisia eroja simuloitujen aikasarjo-
jen kohdalla. Nama prosessit ovat luotuja kiyttden joko satunnaiskulkua ja trenditekijaa
tai trenditekijad yksinddn. Kumpikin prosessityyppi toistetaan havaintoméarilla N=25,
N=100 ja N=1000 seké kidyttden toisista poikkeavia trenditekijoitd. Simuloidut aikasarjat
ovat:

1.y = —log(t/10) + y4—1 + &1 €. ~ N (0,1)
2. yr =log(t) + e e ~ N (0,1)

3.y =1/500 4+ y;—1 +&4; e, ~ N(0,1)

4.y =1/30+ ¢4 €~ N (0,1)

5. yy = —(t/100000) + y;—1 + €45 €. ~ N (0,1)
6. yr = log(t) + y—1 + €560 ~ N (0,1)

Kyseisten aikasarjojen esitys on ndhtivissa kuvissa 7- 12 ja testien tulokset puolestaan
taulukossa 5. Vertailemalla testien arvoja kriittisiin arvoihin (taulukko 6) n&hdéén, ettd
kumpikin testi onnistuu hylkddmaén yksikkojuuren aina, kun sité ei ole. Samoin kumpikin
testi onnistuu hyviksyméiin yksikkdjuuren oikein kaikissa kolmessa tapauksessa’.

Tulosten perusteella ei voi sanoa, ettd DF-GLS-testi olisi ylivoimainen ADF-testiin
verrattuna, silla ADF-testi onnistuu esimerkiksi hylkdaméan yksikkéjuuren vahvemmin
luvuin joissain tapauksissa. Esimerkiksi kuudennen aikasarjan kohdalla ADF-testin arvo
on -18.5028, kun DF-GLS-testin arvon on vain -5.5989, samoin kolmannen aikasarjan koh-
dalla ADF-testi hyviksyy yksikkdjuuren arvolla -0.8645, joka on isompi kuin DF-GLS:n
vastaava -1.0486. Tuloksia ei kuitenkaan voi yleistdd muutaman simulaation perusteella,
silld kyseessé voi olla sattuma.

Testien perusteellisempi vertailu vaatisi lisdksi syvéllisempid menetelmié, kuten Monte-
Carlo-simulaatio esimerkiksi. Testin asetuksia, kuten trendin siséllyttdminen ei voi myds-
kddn olla ohittamatta, ja joskus saman testin tekeminen eri asetuksilla tuottaa painvas-
taisia tuloksia. Téassé tapauksessa katsoin kuitenkin tarpeelliseksi sisallyttda trendin, silla
tiesin muutenkin sen olevan mukana prosessien maarittelyn perusteella. Yhtd kaikki, ot-
taen huomioon my6s vaihtokurssin koron ja inflaation testituloksia, ADF-testi ndyttia
parjadvin suhteellisen hyvin DF-GLS-testiin verrattuna.

"Elliott et al. (1996) tarjoavat kriittisiéi arvoja ainostaan otoksille, joiden miérs on 50 tai isompi, joten
DF-GLS-testin ja otoskoon 25 kohdalla on noudettava pientd varovaisuutta.
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Luku 4

Johtopaatokset

Yksikkojuuritilastotiede ja erityisesti yksikkojuuriekonometria on kehittynyt vahvasti
1980-luvun alusta alkaen. Tietokanta Sciencedirect tuottaa hakusanoilla "unit root” 45
tulosta ja hakusanoilla "time series forecasting” 23 tulosta pelkistdédn vuoden 2012-2013
artikkeleille. Aihetta tutkitaan seké tilastotieteen puolella, ettd muissa aineissa, mutta
erityisesti kansantaloustieteessa. Tilastotieteen puolella aihetta tutkitaan erityisesti tes-
tien asymptotiikan ja voiman kannalta, mutta kansantaloustieteilijit ovat enimmékseen
kiinnostuneita tutkimaan yksikkdjuuritestejd shokkien, ennustamisen kannalta ja yhtei-
sintegroituvuuden kannalta. Molemmat ammattiryhmét ovat kuitenkin yleisesti kiinnos-
tuneita yksikkéjuuritestien laadun ja voiman parantamisesta.

Yksikkojuuriekonometria kehittyy edelleen vahvasti. Yksikk6juuritilastotieteelld yleen-
sd ottaen on kuitenkin sovelluksia muiltakin aloilta kuin kansantaloustieteesti. Fysiikassa,
meteorologiassa ja tahtitieteessd on olemassa monia prosesseja, joilla on epastationaaris-
ta kiyttaytymistd. Esimerkiksi ilmaston ja veden globaalin ldmpdétilan aikasarjoilla on
trendiméista kaytosta.

Kuten trendistationaarisen ja yksikkojuuriprosessin vertailusta kiy ilmi, trendin taka-
na olevan prosessin tunteminen on tirked asia, jos halutaan ennustaa ja tutkia epista-
tionaarista aikasarjaa. Téassa tyOssé esitetyt testit tarjoavat hyvad pohjaa télldiselle tut-
kimukselle. Yksikkojuuritestien heikko puoli on kuitenkin niiden luotettavuus, silld kuten
kaikki tilastolliset testit niihin ei voi luottaa sokeasti. Ne my0s perustuvat lineaarisiin
ja aikainvariantteihin malleihin, mikd joskus hankaloittaa tulkintaa, jos aikasarjassa on
rakenteellisia poikkeamia.

Aikasarja-analyysilla on positiiviset nikymaét erityisesti ennustuksissa, joita pystytdian
laatimaan yha tarkemmin parantuneen laskentatehon ja teoreettisten mallien avulla. Se
vksi on tilastotieteen aloja, jotka vaativat vield tulevaisuudessakin teoreettista tutkimusta
erityisesti epasadnnollisten aikasarjojen kohdalla, joita esiintyy esimerkiksi kansantalous-
tieteessd talouskriisien seurauksena.

20



Liitteet
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Kuva 3: USA:n dollarin ja Ison-Britannian punnan vaihtokurssin korko vuosina 1979-2001

21



0.6 0.8 1.0
I

Autokorrelaatio
04

0.0

Kuva 4: Vaihtokurssin koron autokorrelaatiofunktio

Ison-Britannian kuukausittainen inflaatio vuosina 1988-2013
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Kuva 5: Ison-Britannian kuukausittainen inflaatio vuosina 1988-2013
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Ison—Britannian inflaation autokorrelaatio

0.8 1.0
Il

0.6

Autokorrelaatio
0.4

0.0

Kuva 6: Ison-Britannian inflaation autokorrelaatiofunktio

Muuttuja: valuuttakorko (N=276)

Elliott-Rothenberg-Stock, P-testi

0.8244 (viive: 0 (SC))

Krittiset arvot
a —0.01
a =0.05

1.94
3.20

Taulukko 1: ERS-P-testi valuuttakorolle
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Testit
(alkuarvo, ei trendii)

Viive ADF DF-GLS

0 -4.3068 -4.1138

(SC) 1 -3.7545 -3.6018

2 -3.5664 -3.4135

3 -3.3164 -3.1542

4 -2.9941 -2.8543

5 -2.9951 -2.8416

6 -2.8238 -2.7116

10 -2.6298 -2.4506

15 -1.9642 -1.8092

20 -2.2977 -2.2291

25 -1.8982 -1.6148

30 -2.3466 -1.8204
Kriittiset arvot

a=0.01 -3.44 -2.57

a=0.05 -2.87 -1.94

Taulukko 2: Vaihtokurssin koron yksikkdjuuritestit

Muuttuja: Ison-Britannian inflaatio (N=311)

Elliott-Rothenberg-Stock, P-testi 20.7028 (viive: 12 (SC))
Krittiset arvot

a =0.01 1.95

a =0.05 3.22

Taulukko 3: ERS-P-testi inflaatiolle
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Testit
(alkuarvo, ei trendid)

Viive ADF DF-GLS

0 -15.9865 -15.7315

1 -12.0992 -11.8073

2 -11.5847 -11.1415

3  -9.3477 -8.8812

4  -8.0987 -7.6039

5 -4.9553 -4.6090

10 -3.9285 -3.5601

(SC) 12 -2.0653 -1.7302

15 -2.3511 -1.9337

20 -2.2769 -1.8196

25 -2.1066 -1.5590

30 -3.2399 -2.2876
Kriittiset arvot

a=0.01 -3.44 -2.57

a=0.05 -2.87 -1.94

Taulukko 4: Inflaation yksikkojuuritestit

Aika

Kuva 7: Simuloitu aikasarja, satunnaiskulku ja aikatrendi (T=25)
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Arvo

Kuva 8: Simuloitu aikasarja, aikatrendi (T=25)

Arvo
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Kuva 9: Simuloitu aikasarja, satunnaiskulku ja aikatrendi (T=100)
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Arvo

Aika

Kuva 10: Simuloitu aikasarja, aikatrendi (T=100)
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Kuva 11: Simuloitu aikasarja, satunnaiskulku ja aikatrendi (T=1000)
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Arvo

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Aika

Kuva 12: Simuloitu aikasarja, aikatrendi (T=1000)

Alkuarvo ja trendi
Simuloitu aikasarja Arvojen lkm Viive (SC)  ADF  DF-GLS
Y = —log(t/10) + yi_1 + & 25 1 -1.5594  -1.3388
Y = log(t) + & 25 1 -2.9644  -2.8967
Ye = 1/500 + ;1 + &4 100 1 -0.8645  -1.0486
Yy =1/30 + ¢ 100 1 -6.0363  -6.0823
y; = —(t/100000) + y;_1 + & 1000 1 -1.9111  -1.4111
ye = log(t) + ye1 + & 1000 1 -18.5028  -5.5989

Taulukko 5: Simuloitujen aikasarjojen testitulokset
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Testi Arvojen Ikm «=0.01 «a=0.05
ADF 25 -4.38 -3.60
ADF 100 -4.04 -3.45
ADF 00 -3.96 -3.41
DF-GLS 50 -3.77 -3.19
DF-GLS 100 -3.58 -3.03
DF-GLS 00 -3.48 -2.89

Taulukko 6: Kriittiset arvot
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